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レポート回収 
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授業の流れ（予定） 
第４週 (11/04) 情報源符号化とデータ圧縮 

第５週 (11/11) 出張のため休講 

第６週 (11/18) 調布祭のため休講 

第７週 (11/25) ハフマン符号とデータ圧縮 

第8週  (12/  2) 情報源符号化定理 

第9週 (12/09) 出張のため休講 

第10週 (12/16) マルコフ情報源モデル 

第11週 (12/23) 休日 

第12週 (  1/  6) 通信路のモデル化 

第13週 (  1/13) センター試験準備のため休講 

第14週 (  1/20) 誤り検出・誤り訂正符号 

第15週 (  1/27) 線形符号 

第16週 (  2/  3) ハミング符号，秘密鍵暗号 

第17週 (  2/10) 公開鍵暗号          
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(復習)マルコフ情報源 

•時刻 t における事象 Xt の生起確率が，直
前の事象 Xt-1（あるいは直前のｎ個の事
象の組 Xt-1, Xt-2, ..., Xt-n）だけに依存す
るような情報源（マルコフ過程ともいう） 

０ １ 
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状態遷移図 
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(復習)マルコフ情報源の行列表現 
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時刻 t-1 における 
事象の確率分布ベクトル 

時刻 t における 
事象の確率分布ベクトル 

遷移確率行列 

   Xt-1 

Xt   ． 

０ １ 
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遷移確率表 
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(復習）行列表現から確率分布への計算例 

•天気 
• 実験：初日が雨だったとする 

(＝初期確率分布が[1,0]T） 

• 翌日の確率分布は？ 

 

 

• 次の日の確率分布は？ 

 

 

• その次の日は？ 

 

 

• さらに次の日は？ 
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前回の小レポート(1) 

•遷移確率行列と遷移確率行列の積も遷移
確率行列になる 

 

•固有値 １ を必ず持つ 

 

•全ての固有値はその絶対値が必ず１以下
である 
 

理由を考えよ．  
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前回の小レポート(1)：回答例 

•Ａ = ( aij )：が遷移確率行列であるための
条件：  

•(1)列の合計が１．(Σi aij = 1 for all j) 

•(2)すべてのaijが非負 

   Xt-1 

Xt   ． 

雨 晴 

雨 3/4 1/4 

晴 1/4 3/4 

雨 晴 
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前回の小レポート(1)：回答例 

一方で．．． 

ｐ = ( pi )：を確率分布ベクトルとすると， 

ｐの要素の合計も1. (Σi pi = 1) 

 

p雨+ p晴=1 

 

•逆にΣi pi = 1を満たし，要素がすべて正のベクトルp
は確率分布ベクトル． 

•遷移確率行列の列は確率分布ベクトル 
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前回の小レポート(1)：回答例 

•Ａ = ( aij )：遷移確率行列 (Σi aij = 1 for all j) 

•ｐ = ( pi )：確率分布ベクトル (Σi pi = 1) 
 

Ａｐ = ( Σk aik pk ) 
 

 Ａｐの要素の総和は 
 

Σi Σk aik pk = Σk pk = 1 
 

 

 

 したがってＡｐも必ず確率分布ベクトルになる 
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前回の小レポート(1)：回答例 

1. 遷移確率行列と遷移確率行列の積も遷移
確率行列になることの証明 

•Ａ，Ｂを遷移確率行列とする 

•Ｂ＝(b1 b2 ... bn) と表す（各 bi は確率分布ベ
クトル）と，ＡＢ＝(Ａb1 Ａb2 ... Ａbn) となる 

•各 Ａbi は遷移確率行列と確率分布ベクトル
の積なので，これらも確率分布ベクトルであ
る（要素の総和が１となる） 

•各列ベクトルの要素の総和が１であるので，
ＡＢも遷移確率行列になる 
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前回の小レポート(1)：回答例 

2. 遷移確率行列が固有値１を必ず持つ証明 
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前回の小レポート(1)：回答例 
•q1+q2+...+qn=0 とは，n-1次元の「平面」

（n-1次元の部分空間）を意味する．！ 

 

•n-1次元の部分空間内にｎ個のベクトルが独
立に存在することはできないから，λ=1とな
るベクトルが必ず存在する． 

 

•つまり固有値１なる固有ベクトルが必ず存在
する． 
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復習：行列式 
•行列式det(X)= | Ｘ | の意味：Ｘによる写像で面積

（体積）が何倍になるか（符号付き） 

 

 

•Ｘの列ベクトルが線形独立でないとき | Ｘ | ＝０
（次元の低い部分空間に写像されるので） 

 

 

•固有値と行列式の関係 

det(A-λI)=0 
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前回の小レポート(1)：回答例 
3. 遷移確率行列の全ての固

有値はその絶対値が必ず
１以下であることの証明 

 

ｑ：Ａの固有ベクトル 

λ ：対応する固有値 

 

まずAとAt(転置）の固有
値は等しい 

 

 

よって， Atの固有値につ
いて考えてもよい 
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Σiaij=1より,1≧λ 16 

(復習）マルコフ情報源の定常確率分布 

• 確率分布の変化は行列の乗算で計算できる 

xt = Ａ xt-1 = Ａ2 xt-2 = Ａk xt-k=… 
 

  

• つまり，｢無限に時間がたったときの確率分布」は 

Ａ∞ x0  (x0は初期確率分布） 
疑問：これは｢収束するか」？ 

 
• 固有ベクトルの考え方が重要！ 
(1)任意の初期確率分布は固有ベクトルの合成(ベクトル空間上の点)で表現可能． 

x0=w1q1+w2q2+…+wNqN 

(2)K時間後の確率分布は固有値で計算できる． 
Akx0=Ak(w1q1+w2q2+…+wNqN)=λ1

kw1q1+ λ2
kw2q2+ …+ λN

kwNqN 

(3)遷移行列の固有値は1以下． 
(4)１未満の固有値の固有ベクトルはk→∞で消えてしまう． 
(5) 1の固有値の固有ベクトルをqと置く．これだけ生き残る． 
 

回答：１の固有値の固有ベクトルが一つなら収束する 

雨 晴 
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(復習）定常確率分布の計算例 

•天気 
• 実験：初日が雨だったとする 

(＝初期確率分布が[1,0]T） 

• 翌日の確率分布は？ 

 

 

• 次の日の確率分布は？ 

 

 

• その次の日は？ 

 

 

• さらに次の日は？ 
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• 固有値１に対する固有ベクトルは？ 

 

 

 

 

 

 

• 一方でq1+q2=1だから 

• q1=q2=1/2 

• [1/2,1/2]Tが定常確率分布 

   Xt-1 

Xt   ． 

雨 晴 

雨 3/4 1/4 

晴 1/4 3/4 

18 

マルコフ情報源のエントロピー 

H(X) = limk→∞H(Xk)/k = Σm H(a*m) qm 
 

 マルコフ情報源のエントロピーは，
「遷移確率行列の各列ベクトルそれ
ぞれの情報エントロピー」を， 

「定常確率分布」によって重み付き平
均したものである． 
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例えば 
• a雨雨：雨のままの遷移確率 
• a晴雨：雨→晴の遷移確率 
• a雨晴：晴→雨の遷移確率 
• a晴晴：晴れ続ける遷移確率 

 
• H(a雨)：元が雨のときのエントロピー  

 -Σa*雨log(a*雨)= -a雨雨log(a雨雨)-a晴雨log(a晴雨) 
 

• H(a晴)：元が晴のときのエントロピー-Σa*晴 
 -Σa*晴log(a*晴)= -a雨晴log(a雨晴)-a晴晴log(a晴晴) 
 

• q雨：雨の定常確率 
• q晴：晴の定常確率 
 

H(X)= H(a雨) × q雨+H(a晴) × q晴 
 
つまり，マルコフ過程のエントロピーは，それぞれの

状態からのエントロピーの期待値，とみなせる 
 

a雨雨 a雨晴 

a晴雨 a晴晴 

P雨 

 
P晴 

P雨 

 
P晴 

＝ 
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極端な例 
•乾季と雨季が分かれている地域で，雨の日が年間

100日，晴れの日が265日だったら？ 
 

•a雨雨=99/100 
•a雨晴=1/265 
•a晴雨=1/100 
•a晴晴=264/265 

 
•定常確率は意味から明らかに100/365と265/365. 

 
• H={-99/100×log(99/100)-1/100×log(1/100)}×100/365 
• + {-1/265×log(1/265)-264/265×log(264/265)}×265/365 

•=0.048[bit] 
•つまり，天気予報にほとんど情報の価値がない 

99/100 1/265 

1/100 264/265 

P雨 

 
P晴 

P雨 

 
P晴 

＝ 
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前回の小レポート(2) 

•授業で扱った以下のマルコフ情
報源のエントロピーを計算せよ． 

 
abcac caabc cccaa abcaa ccaca ccaaa 

aabcc 
（a は 1/2 の確率で a, 1/4 の確率で b, 1/4 の

確率で c；b は必ず c；c は1/2 の確率で a, 
1/2 の確率で c にそれぞれ遷移） 

22 

前回の小レポート(2) 
（a は 1/2 の確率で a, 1/4 の確率で b, 1/4 の確率で c；b 

は必ず c；c は1/2 の確率で a, 1/2 の確率で c にそれぞ
れ遷移） 

 

(A-I)q=0から，定常確率qは 

  q=[4/9,1/9,4/9]t 

 

• -Σa*aloga*a=-1/2log(1/2)-1/4log(1/4) )-1/4log(1/4)=3/2 
• -Σa*bloga*b=-1log(1)=0  
• -Σa*cloga*c=-1/2log(1/2) =-1/2log(1/2) =1 

 

H=4/9×3/2+1/9×0+4/9×1=10/9 

a b c 

a 1/2 0 1/2 

b 1/4 0 0 

c 1/4 1 1/2 

通信路のモデル化 

24 

符号の工夫で情報伝達が良くなる 

•短い記号列で済むようになる（圧縮） 

 

•ノイズが混入しても正しく伝えられる
（誤り検出・誤り訂正） 

 

•他人が見ても意味がわからないようにで
きる（暗号） 
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シャノンの情報通信のモデル 

情報源 送信器 
（符号器） 

受信器 
（復号器） 

目的地 

ノイズ 
発生源 

通信路 

From C. E. Shannon (1948) A mathematical theory of communication. The Bell Sys. Tech. J. 27: 379-423, 623-656. 26 

通信路符号化 

送信器 
（符号器） 

受信器 
（復号器） 

ノイズ 
発生源 

通信路 

•情報源の挙動をノイズのある通信路を通じて伝
送する際に，受信側で得られる情報の信頼性を
なるべく上げるような符号化の方法を考える 

27 

情報源符号化と通信路符号化 

•情報源符号化： 

  確率的にふるまう情報源において 

  いかに効率よく情報を表現するか 

 

•通信路符号化： 

  確率的にふるまう通信路において 

  いかに正確に情報を伝達するか 
28 

確率的にふるまう通信路？ 

 

つねに100％正確な通信手段は存在しない 
 

熱力学的ノイズ，放射線，減衰，中継器の故障，etc. 

 

現在の通信機器やネットワークが正確に 

情報を伝えているように見えるのは 

誤り訂正や自動再送信などの工夫のおかげ 

29 

用語の定義 

•入力：送信者が通信路に渡すデータ 

•出力：通信路が受信者に渡すデータ 

 

•入力記号群（アルファベット）Ｓ 

•出力記号群（アルファベット）Ｒ 

 入力・出力それぞれの表現に用いられる記
号の集合（連続値も離散値もありうる） 

 （通常Ｓ＝Ｒだが，たまに違う場合もある） 

30 

確率的な通信路のモデル 

 

•確率的な通信路は，Ｓの要素で構成され
る記号列ｘが入力されたときにＲの要素
で構成される記号列ｙが出力される確率
（条件付確率）の集合 { p(y | x) } で定義
される 

 

{ p(y | x) } をこの通信路の遷移確率と呼ぶ 
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離散無記憶通信路 

•入出力に用いられる記号が離散的（有限
個の記号） 

•任意の入力記号列ｘ=x1x2...xn，出力記号
列ｙ=y1y2...yn に対して 
 

 p(y | x) = p(y1 | x1) p(y2 | x2) ... p(yn | xn) 
 

  
つまり，各記号の伝送過程が 

前後に関係なく互いに独立な通信路 

32 

２元対称通信路モデル 

•１文字あたり確率εの割合でビット反転
が起こる（つまりエラー！！） 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

33 

エラーとも限らない 

•εがもし1なら，「必ず反転する」のだか
ら，ある意味確実に送れているとも言え
る 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

34 

例題 

•下記の２元対称通信路において 
  p(01001 | 00101) を求めよ． 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

35 

例題 

p(01001 | 00101) 

＝(1-ε)・ε・ε・(1-ε)・(1-ε) 

＝(1-ε) 3ε2 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

0  0  1  0  1 

↓   ↓   ↓   ↓   ↓  

0  1  0  0  1 

36 

Ｚ通信路モデル 

•１→０（もしくは０→１）の１方向だけ
通信時のエラーが生じる通信路 
(例：高速光通信，メモリ等） 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１ 

１－ε 

ε 
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37 

例題 

•下記のＺ通信路において 
  p(01001 | 00101) を求めよ． 
 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１ 

１－ε 

ε 

38 

例題 

p(01001 | 00101) 

＝1・0・ε・1・(1-ε) 

＝0 

入力 出力 

０ 

１ 

０ 

１ 

１ 

１－ε 

ε 

0  0  1  0  1 

↓   ↓   ↓   ↓   ↓  

0  1  0  0  1 

39 

一般的には．．． 

•２つの集合間の（重み付き）２部グラフ
で表される 

入力 出力 

x1 

xm 

y1 

yn 

y2 

y3 
x2 ‥

 ‥
 

40 

例題 

•以下のような通信路を離散無記憶通信路
とみなし，その遷移確率を求めよ． 

入力 
 

０１００１ 
００１１１ 
１１１００ 
１０１１１ 

出力 
 

０１００１ 
００１１１ 
０１１０１ 
１０１１０ 

41 

例題 
入力 

 

０１００１ 
００１１１ 
１１１００ 
１０１１１ 

出力 
 

０１００１ 
００１１１ 
０１１０１ 
１０１１０ 

０ 

１ 

０ 

１ 

7 

10 

1 

2 

０ 

１ 

０ 

１ 

7/8 

5/6 

1/8 

1/6 

通信路容量 
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43 

通信路自体の性能を測る 

•入力Ｘと出力Ｙの間の相関が高いほど性
能はよい（出力Ｙがランダムだと悪い） 

 

•ＸとＹの間の相互情報量で性能を表す 
 

I(X;Y) = H(X) + H(Y) – H(XY) 
  = H(Y) – H(Y | X) 

 
 

•Ｘの確率分布が変わると I(X;Y) も変わる 

•I(X;Y) の最大値を特に 通信路容量 と呼ぶ 44 

（復習）：相互情報量 

•事象系 Ｘ = ツバメが{低空飛行する，しない} 

•事象系 Ｙ =雨が{降る，降らない} 

•条件付エントロピーH(X|Y) 

•相互情報量 I(X;Y)= I(Y;X)=H(Y)-H(Y|X) 
二つの事象系の「結びつきの強さ」を表す量 

45 

(復習）条件付エントロピー 

•「ある一方の事象系である事象が既に起こっ
てしまったときにもう一方の事象系が持つエ
ントロピー」の期待値 

 

H(Y | X) = - Σi Σj p(xi) p(yj | xi) log p(yj | xi) 

 =- Σi Σj p(xi, yj) log p(yj | xi) 

46 

通信路容量の直観的意味 

•１文字送信するごとに，実質何ビッ
ト伝えることができるか，の上限 
 

•理想的な通信路なら１文字送信するごと
に1ビット伝えられる 

 

•完全にランダムになってしまう通信路で
は，送信側の情報を伝えることは不可能 

47 

例題 

•下記の２元対称通信路における I(X;Y) の
最大値（通信路容量）を求めよ． 

 

 (Ｘにおける記号の確率分布を （p, 1-p） とおいてみる； 
 h(x) ＝ -x log x - (1-x) log (1-x) なる２元情報源エントロピー 
 関数を用いると，I(X;Y) は比較的きれいな形で書ける） 

入力Ｘ 出力Ｙ 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

48 

入力X：P(0)=pとする．P(1)=1-p 
出力Y：P(0)=qとする．P(1)=1-q． 
 （qはpで表せるが今回は表さないで良い） 

 
•P(Y|X)： 
  P(0|0)=1-ε,  P(0|1)=ε,  P(1|0)=ε, P(1|1)=1-ε 
 
•P(Y, X)=P(Y|X)×P(X)： 
  P(0, 0)=p(1-ε),   
  P(0, 1)=(1-p)ε,   
  P(1, 0)=pε,  
  P(1, 1)=(1-p)(1-ε) 

入力Ｘ 出力Ｙ 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 
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49 

H(Y)=-q×log(q)-(1-q)×log(1-q) 
      =h(q)とおく 
 

H(Y|X)=- Σi Σj p(xi, yj) log p(yj | xi) 

 = -p・(1-ε)・log(1-ε)   (x=0,y=0) 

    – (1-p)・ε・log(ε)   (x=1,y=0) 

    - p・ε・log(ε)    (x=0,y=1) 

    -(1-p)・(1-ε)・log(1-ε)  (x=1,y=1) 

 = -(1-ε)・log(1-ε) – ε・log(ε) 

   = h(ε) 
 
→H(Y|X)は，pに依存しない！！ 
 
→I(Y;X)=H(Y)-H(Y|X)の最大値は，H(Y) 最大のとき． 

入力Ｘ 出力Ｙ 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

50 

H(Y) =h(q)の最大値はq=0.5のときで，1 
（第一回レポート） 

 
よって，max(I(Y;X))=1- H(Y|X) 

   =1 - h(ε) 
 

意味 
 

エラー無し： 
H(Y|X)=0 

⇒通信路容量=1． 
1bitを確実に送れる 

 
エラーだらけ： 

ε=0.5．H(Y|X)=1， 
⇒通信路容量は0 

入力Ｘ 出力Ｙ 

０ 

１ 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

p 

H(p) 

1 0 

51 

小レポート(1) 

•下記のＺ通信路における I(X;Y) の最大値
（通信路容量）を求めよ． 

 

 （Ｘ・Ｙとも，１の方の確率を変数で表すときれいな形で書ける） 

入力Ｘ 出力Ｙ 

０ 

１ 

０ 

１ 

１ 

１－ε 

ε 

52 

小レポート(2) 

• 誤り確率がεである２元対称通信路を，上図のようにｎ個つなげた

通信路を考える．以下の問に答えよ． 

1. ｋ個の通信路を通り抜けた時点での誤り確率，すなわち最初に０を

入力したときｋ個目の通信路の出口に１が出力されている（あるい

はその逆の）確率をεk とする．εk+1 をεk とεを用いて表せ． 

2. ある定数とεk の差分に着目すると，1. で得られた漸化式を等比数

列の形に書き直すことができる．この性質を利用してεn を求めよ． 

3. この通信路全体の通信路容量をεとｎで表せ．またｎ→∞の場合，

通信路容量はどのようになるかを示せ． 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 

０ 

１ 

１－ε 

１－ε 

ε 

ε 
・・・ 

ｎ個 

53 

付録：底が２の対数表(1/2) 
x log2x x log2x x log2x x log2x x log2x x log2x x log2x x log2x
0.01 -6.64 0.26 -1.94 0.51 -0.97 0.76 -0.40 1.1 0.14 3.6 1.85 6.1 2.61 8.6 3.10
0.02 -5.64 0.27 -1.89 0.52 -0.94 0.77 -0.38 1.2 0.26 3.7 1.89 6.2 2.63 8.7 3.12
0.03 -5.06 0.28 -1.84 0.53 -0.92 0.78 -0.36 1.3 0.38 3.8 1.93 6.3 2.66 8.8 3.14
0.04 -4.64 0.29 -1.79 0.54 -0.89 0.79 -0.34 1.4 0.49 3.9 1.96 6.4 2.68 8.9 3.15
0.05 -4.32 0.30 -1.74 0.55 -0.86 0.80 -0.32 1.5 0.58 4.0 2.00 6.5 2.70 9.0 3.17
0.06 -4.06 0.31 -1.69 0.56 -0.84 0.81 -0.30 1.6 0.68 4.1 2.04 6.6 2.72 9.1 3.19
0.07 -3.84 0.32 -1.64 0.57 -0.81 0.82 -0.29 1.7 0.77 4.2 2.07 6.7 2.74 9.2 3.20
0.08 -3.64 0.33 -1.60 0.58 -0.79 0.83 -0.27 1.8 0.85 4.3 2.10 6.8 2.77 9.3 3.22
0.09 -3.47 0.34 -1.56 0.59 -0.76 0.84 -0.25 1.9 0.93 4.4 2.14 6.9 2.79 9.4 3.23
0.10 -3.32 0.35 -1.51 0.60 -0.74 0.85 -0.23 2.0 1.00 4.5 2.17 7.0 2.81 9.5 3.25
0.11 -3.18 0.36 -1.47 0.61 -0.71 0.86 -0.22 2.1 1.07 4.6 2.20 7.1 2.83 9.6 3.26
0.12 -3.06 0.37 -1.43 0.62 -0.69 0.87 -0.20 2.2 1.14 4.7 2.23 7.2 2.85 9.7 3.28
0.13 -2.94 0.38 -1.40 0.63 -0.67 0.88 -0.18 2.3 1.20 4.8 2.26 7.3 2.87 9.8 3.29
0.14 -2.84 0.39 -1.36 0.64 -0.64 0.89 -0.17 2.4 1.26 4.9 2.29 7.4 2.89 9.9 3.31
0.15 -2.74 0.40 -1.32 0.65 -0.62 0.90 -0.15 2.5 1.32 5.0 2.32 7.5 2.91 10.0 3.32
0.16 -2.64 0.41 -1.29 0.66 -0.60 0.91 -0.14 2.6 1.38 5.1 2.35 7.6 2.93
0.17 -2.56 0.42 -1.25 0.67 -0.58 0.92 -0.12 2.7 1.43 5.2 2.38 7.7 2.94
0.18 -2.47 0.43 -1.22 0.68 -0.56 0.93 -0.10 2.8 1.49 5.3 2.41 7.8 2.96
0.19 -2.40 0.44 -1.18 0.69 -0.54 0.94 -0.09 2.9 1.54 5.4 2.43 7.9 2.98
0.20 -2.32 0.45 -1.15 0.70 -0.51 0.95 -0.07 3.0 1.58 5.5 2.46 8.0 3.00
0.21 -2.25 0.46 -1.12 0.71 -0.49 0.96 -0.06 3.1 1.63 5.6 2.49 8.1 3.02
0.22 -2.18 0.47 -1.09 0.72 -0.47 0.97 -0.04 3.2 1.68 5.7 2.51 8.2 3.04
0.23 -2.12 0.48 -1.06 0.73 -0.45 0.98 -0.03 3.3 1.72 5.8 2.54 8.3 3.05
0.24 -2.06 0.49 -1.03 0.74 -0.43 0.99 -0.01 3.4 1.77 5.9 2.56 8.4 3.07
0.25 -2.00 0.50 -1.00 0.75 -0.42 1.00 0.00 3.5 1.81 6.0 2.58 8.5 3.09

54 

付録：底が２の対数表(2/2) 
x log2x x log2x x log2x x log2x
11 3.46 36 5.17 61 5.93 86 6.43
12 3.58 37 5.21 62 5.95 87 6.44
13 3.70 38 5.25 63 5.98 88 6.46
14 3.81 39 5.29 64 6.00 89 6.48
15 3.91 40 5.32 65 6.02 90 6.49
16 4.00 41 5.36 66 6.04 91 6.51
17 4.09 42 5.39 67 6.07 92 6.52
18 4.17 43 5.43 68 6.09 93 6.54
19 4.25 44 5.46 69 6.11 94 6.55
20 4.32 45 5.49 70 6.13 95 6.57
21 4.39 46 5.52 71 6.15 96 6.58
22 4.46 47 5.55 72 6.17 97 6.60
23 4.52 48 5.58 73 6.19 98 6.61
24 4.58 49 5.61 74 6.21 99 6.63
25 4.64 50 5.64 75 6.23 100 6.64
26 4.70 51 5.67 76 6.25
27 4.75 52 5.70 77 6.27
28 4.81 53 5.73 78 6.29
29 4.86 54 5.75 79 6.30
30 4.91 55 5.78 80 6.32
31 4.95 56 5.81 81 6.34
32 5.00 57 5.83 82 6.36
33 5.04 58 5.86 83 6.38
34 5.09 59 5.88 84 6.39
35 5.13 60 5.91 85 6.41


